Générateurs de O(q)
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Soit E un R-espace vectoriel de dimension n € N*.
Soit ¢ un forme quadratique sur F définie positive et f sa forme bilinéaire
symétrique associée.

Déf. Le groupe orthogonal est

O(q) ={u € GL(E) : Va,y € E, f(u(z),u(y)) = f(z,y)}.

C’est ’ensemble des isométries de E. On définit également
O (q) ={u € O(q) : det(u) = 1}.

Prop. Soit u € GL(E) tel que u? = Idg. Alors il existe ET(u) et E~(u)
tels que

(i) E=E"(u) ® E~ (u)

(i7) U g+ ) = ldp+ @) et up-w) = —Idg-(u)
Si dim(E
Si dim(E

“(u)) =1, u est une réflexion.
“(u)) = 2, u est un renversement.

Théo. Le groupe O(q) est engendré par les réflexions. Plus précisément, si

u € O(q), u est produit d’au plus n réflexions.

Démonstration. Soit u € O(q). Posons
F,={z € E,u(zx) =z}

qui est un sous-espace vectoriel de E. On définit p, = n — dim(F;,). Nous
allons prouver que u est produit d’au plus p, réflexions.
On raisonne par récurrence sur p,.

e Sip, =0, alors F, = E donc u = Idg. Par convention, Idg est produit
de 0 réflexion.

e Soit p, € N*. Soit # € F1\{0} et soit y = u(x). On a que x # y car

r ¢ F,. Or, comme u stabilise F, et comme u est une isométrie, on a
que u stabilise Fi-.

Supposons que, pour tout x € Fu, u(z) F
Montrons que, pour tout y € F", u(y)
tout y € Fi- et pour tout 2 € Fu, fu(y), )

SmtyEFuLetzEF

fuly), z) = f(uy),u(z)) = fly,2) = 0

S
eF, -, c est a-dire que, pour

Ainsi, y € F-.
Montrons que x — ylx + .

fle—yz+y) = flv,2)+ flz,y) — f(y,2) — f(y,9)
= flz,z) — f(u(z),u(z))
= f(x,x)—f(x,x
0

Comme x — y # 0, on peut écrire
E=Vect(z —y)® (z—y)r =E @ ET.
On définit 7 € L(F) par

{ T‘Ef = —IdEf

T‘E+ = IdE+
Alors 72 = Idg et dim(£~) = 1 donc 7 est une réflexion. On a
y—x=1(®—y)=7(r) - 7(y)

et
r+y=71(r+y)=7(x)+71(y) car x + yLlx —y.
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On a donc en faisant la différence de ces deux égalités que 7(y) = x Démonstration. (i) Si u = Idg, alors par convention, u est produit de 0

c’est-a-dire que 7(u(z)) = z. Ainsi, z € F,,.

On sait que x,y € Ff doncz—y € F-. Ainsi,ona F, C (z—y)* = ET.
Par conséquent, si on prend z € F,, alors 7u(z) = 7(z) = z. On a donc
montré que F, C F,,.

Cette inclusion est stricte puisque x € Fy,\F,.

On a donc que p,, < p,. Pour appliquer I'hypothése de récurrence, il
reste a vérifier que 7u est une isométrie. Or, comme wu est une isométrie,
il suffit de montrer que 7 en est une.

Soit x,y € E. On écrit x = 2" + 2~ (2t € Et et 2= € E7) et
y=y"+y (y" € Et et y~ € E7). D’une part, on a

f(r(x), () = fla© —a",y" —y")
- f($+,y+)—f(96+,y_)—f(x_,y+)+f(x_,y_)
= f<x+7y+)+f(xi>yi>

D’autre part,

flzy) = fla™4+27,y7y")
= flaty")+ f@tyT )+ f@,y") + flzm,y7)
fEy™) + fz7,y7)

Ainsi, 7 est une isométrie.
On peut donc appliquer 'hypothese de récurrence a p,, et on obtient

TUu = 71...7, avec 7; réflexions et r < p oy < p, — 1

On obtient donc
u=7T71...T, avec r + 1 < p,

[]

Théo. Pour n > 3, O (q) est engendré par les renversements. Plus préci-
sément, tout élément u € OF(q) est produit d’au plus n renversements.

renversement.

(ii) Si m = 3. Soit u € OF(q). Alors v = 7y...7, avec r < 3 et 7; sont

des réflexions. Or le déterminant d’une réflexion est -1. Ainsi, on a
nécessairement v = 71 7o.

On remarque que pour n = 3, si 7 est une réflexion, alors —7 est un
renversement.

Ainsi, en prenant, u =
renversements.

(—=71)(—72), on a que u est produit de deux

Sin > 3. Soit u € OF(q), alors on a u = 71...79, avec 2p < n.
Il suffit de montrer le lemme suivant et on aura le résultat.

Lemme. Soit n > 3 et soit 7,7 des réflexions, alors il existe des
renversements oy, oy tels que 7177 = 0105.

Démonstration. Soit Hy et Hy les hyperplans stabilisés par 71 et 75. On
a nécessairement dim(H; N Hy) > n — 2 > n — 3. Ainsi, H; N Hy va
contenir un sous-espace V' de dimension n—3. Ainsi, (7,7);y = Idy. On
a que 7,7y stabilise V et est une isométrie. On a donc 775(V1) C (V1).
Or dim(V+) = n — dim(V) = 3. D’aprés le cas n = 3, il existe 7,
et gy des renversements tels que (7y7);yr = (d102)y+. On prolonge
maintenant g; et g, par 'identité sur F et on obtient le résultat. [
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